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Abb. 1: Ubersicht tiber multivariate Verteilungen
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1 Multivariate Normalverteilung

Ein Zufallsvektorx = (Xi,...,X,) heil3t (nicht entartet) multivariat nor-
malverteilt,x ~ N, (u, 3), wenn die Dichte gegeben ist durch

f(x) = Wwexp{—Q(X— p) BT (X — N)} )
wobeip® = (u1,..., 1) = E(xT) den Erwartungswert unt = cov(x)

die Kovarianzmatrix des Zufallsvektoxsezeichnet. Vorausgesetzt ist, dass
3 positiv definitist,| 3 | bezeichnet die Determinante der Kovarianzmatrix.

Alternativ lasst sich die Normalverteilung charakterisieren durch die Projek-
tionen. Ein Zufallsvektor ist normalverteilt, werd x eindimensional nor-
malverteilt ist fur jedesa € IR? (Fura = 0 wird die entartete Verteilung
zugelassen). FaRt mari x als Projektion auf den Vektax auf, ergibt sich
damit, dass jede beliebige Projektion einer multivariaten Normalverteilung
eine eindimensionale Normalverteilung ergibt.

Isodensiten

Die Isodensiten oder Hohenlinien sind diejenigen Kurven, die dieselbe Dich-
te besitzen. Fur die Normalverteilung sind die Isodensiten Ellipsoide, die
bestimmt sind durch

X— )= (x—p) =,
wobeic eine beliebige Konstante ist.
Die Spektralzerlegung voR liefert
> =PLP” und &' = PL !PT,

wobei P die orthogonale Matrix der orthonormalen Eigenvektoren ist, und
L = Diag(Xi,...,\,) die Diagonalmatrix der Eigenwerte. Damit ergibt
sich

P2

_ _ _ y;
@ =(x—p)PLVPLT P T (x — ) =y Ly =) "
i=1""
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wobei y = PT(x — u). Die Gleichungd_?_, ’i—g = ¢? ist eine Ellipsoiden-
gleichung mit den Hauptachsenlanggn;c .

Seien die Eigenvektoren bestimmt duRk= (v, ..., v,), so sind die Kom-
ponenten vory bestimmt durch

y=(vi(X—p),...,vp (X —p)),

sind also Projektionen vaxn— p auf die Eigenwertery, . . ., v,,.

Einige Eigenschaften:

1. Gilt x ~ N,(p, X), dann isty = Ax + b mit (¢ x p)—Matrix A und
(¢ x 1)-Vektor b wiederum normalverteilt mity ~ N,(Ap +
b, AXAT).

2. Gilt x ~ Ny(p, %), dann isty = £~/2(x — ) standardnormalver-
teilt, d.h.y ~ N,(0,1). Die quadratische Forfx — p)= 71 (x — p)
ist damity?—verteilt, (x — )X (x — p) ~ x%(p) .

3. Seix ~ N(u,X) partitioniert inx” = (x¥',xZ") mit zugehérigen
Partitionen

pto= (ul,p3),

Z _ (211 212)
o1 Yoo
Dann gilt fur die bedingte Verteilung

Xo | X1 ~ N(ptg1,X2.1),

wobei

Poi = Mo+ In3y (X —py),

To1 = oo — I B o
Fur den Spezialfalkt, = y (eindimensional)x? = (X1, ...,X,—1) gilt
S = 02, X1 = (COM(y, 21),...,COMy, 7)) = X7, und daher

mit oy,,, = COV(y, ;)
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Abb. 2: Zweidimensionale Normalverteilungsdichte flr unkorrelierte Merkmale,
p:(), mit,u1 :M2:0,01 =09=1.0
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Abb. 3: Zweidimensionale Normalverteilungsdichte,
p=08 u=pu2=0,00 =00=1.0
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Abb. 4: Zweidimensionale Normalverteilungsdichte,
p=—-08 pu =p2=0,00 =09=1.0
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2 Wishart—Verteilung

Die Wishart—Verteilung ist fur Zufallsmatrizen definiert, d.h. fir Matrizen,
deren samtliche Komponenten Zufallsvariablen sind.

Seienxy, ..., X, ~ N,(0,3) und unabhéngig. Man betrachtet djex p)—
m

Matrix M = 3~ x;xI" = XTX, wobei
i=1

m
Die (p x p)-Matrix M = Y x;x!" besitzt eine Wishart-Verteilung mit den

=1
Parameters undm, M ~ W,(X, m).

Die Standardform der Verteilung liegt vor, wer® = 1 gilt. Gilt

M = S xxI' ~ W(Z,m) erhalt man firo~'/2Mx~1/2
=1

S(ETV2%) (27 2%)T ~ Wy (1, m).

Il
—

1

Anwendung: SSP—-Matrix

X besitzt die Form einer Datenmatrix mit unabhangigen Wiederholungen
einerp—dimensionalen normalverteilten GroR&.ist daher die SSP—Matrix

(Matrix of sums of squares and products). $fi= (z;1,...,2m), dann
gilt
Xt
X=[ | =KX Xml
T

Wobeixa.) = (z15,...,Tmj) Zur Komponentg gehort.
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Man erhalt
T
X
M = (mlj) = X'X = [X(l)’ s ’X(P)}
T
X(p)
XX XHXe) X(1)X(p)
_ | XX
X(pX() X X(0)
mit

Empirische Varianz

Sindz, ..., z, unabhangige Wiederholungen voi,(u, ), dann istz =
(z + ... + z,)/m normalverteilt mitN,(p, X/n) undz —z,...,2,, — 2

: e -1 : . . .
sind verteilt wieN ( 0, mmz> allerdings nicht mehr unabhéngig. Die

empirische Kovarianzmatrix

besitzt firx; = z; — X die Struktur der MatriXM. Man erhdlt als Verteilung
mS~ Wy(X, m — 1),

d.h. inm> sind nurm — 1 unabhéangige Komponenten enthalten.
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Eigenschaften:

m
1. Furp = 1git M = > 2? , wobeiz; ~ N(0,0%), so dass
=1
m

M/a? = Y (x;/0)? eine x*(m)-Verteilung besitzt. Die Wishart—

=1
VerteilungW (o2, m) ist somit aquivalent zur?y%(m)—Verteilung.
2. GelteM = XTX ~ W,(X,m) undB sei(p x ¢)-Matrix, dann gilt
mitY = XB

B'MB = BTXTXB = YTY ~ W, (BTSB, m) .

3. Als Spezialfall von (2) ergibt sich die Verteilung von quadratischen
Formen. GiltM ~ W, (3, m) unda ist fester Vektor mia’ >a # 0,
dann gilt

a’Ma
al'Sa

~ x*(m) = W (al La, m).

4. Gilt My ~ W,(2,m1), My ~ W,(3,mz) und M; und M, sind
unabhéngig, dann gilt

M + Msy NWp(ﬁ,ml —|—m2).

5. SeiX ausn unabhéngigen Ziehungen a¥g(0, X) konstruiert undC
sei symmetrischén x n)—Matrix.

Die Matrix 7' CX besitzt eine Wishart—Verteilung, genau dann, wenn
C idempotent ist. Es gilt dann

XTCX ~ W, (2, 7) mit r =rg(C) = tr(C).
6. Als Spezialfall von (5) ergibt sich fur die empirische Kovarianzmatrix
1or : 1. 7
S=—-X'HX mtH=1I--1,1,
n n

die Aussage:S ~ W (X, n — 1), da die Zentrierungs—Matrild den
Rangn — 1 besitzt.
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Funktionen von Wishart-Verteilungen: SeienA ~ W,(l,m) , B ~

Wy(l,n), m > pdann gilt

1.

2.

A A

=———~A

Der groRte Eigenwert von (A + B)~!B besitzt eine Verteilung

9(p7m7n)
mit den Eigenschaften
6(1,m,n) 1—A(l,m,n) n
= ~ —F
1—-0(1,m,n) AL, m,n) - (n,m)
O(p,m,1) 1—A(p,m,1) »
- ~ F —p+1).
1_0(p7m71) A(p,m,l) m_p+1 (pam p+ )

Ein anderer Zugang ergibt sich fiir den groRten Eigenwewon
A~'B, da) = A/(1 + )) ein Eigenwert vonA + B)"'B ist. Da-
mit erhalt man

i mit A groRter Eigenwert vorA™!B .
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3 Hotellings T?—Verteilung

Bestimmung:

Seid ~ N,(0,1) undM ~ W, (I, m) undd undM seien unabhéangig, dann
folgt
md'M~td ~ T?(p, m)

HotellingsT?—Verteilung, wobep die Dimension des Vektors unabhéngiger
Normalverteilungen ist una: die Anzahl der Komponenten der Wishart—
Verteilung.

Allgemeiner seienx und M unabhéngig mitx ~ N,(p,3) , M ~
W, (33, m), dann erhalt man

m(x — )M~ (x — p) ~ T*(p,m) .

Die Aussage ergibt sich au = 7V2(x — ) ~ N(0,1) undM =
S12MEY2 ~ Wo(1,m) ausmd M 'd = m(x — p)TMH(X — p).

Anwendung:

N . .
Seix = — Z X; ~ N(u, 3 /n) der Mittelwert aus: unabhangigen normal-
n

i=1
n

. . 1
verteilten Zufallsvariables; ~ N (u, %) undS = = "(x; — X)(x; — )7
n
=1
die empirische Kovarianzmatrix. Dann gilt

(n—=1)x-p)'SH(X—p)~T*(p,n—1).

Die Aussage ergibt sich au$ ~ W,(X, n—1) undn'/?(x—pu) ~ N(u, X)
aus (n—1)n'/2(x—p)" (nS) "2 (x—p) = (n=1) (%= p) 'S (X~ ).
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FiUr den Spezialfalp = 1 ergibt sich

(n—=1)(X = pu)"S (X - p)

Weitere Eigenschaften und Anwendungen:

1. T2 und t-Verteilung
Die T2(1, m)-Verteilung entspricht dem Quadrat dém)—Verteilung
und damit det#'(1, m)—Verteilung.

2. T? und F—Verteilung
Genereller gilt eine Aquivalenz zwischen dBt—Verteilung und der
F—Verteilung in der Form

T2(p,m) ={(mp)/(m —p+ 1)}F(p,m —p+1).
bzw.

S

— 717 -1
8+p_1 (p78+p )

F(p,s) =

3. Verteilung der empirischen Mahalanobis—Distanz zwischend .
Aus (2) folgt wegen

(n—1)(x—p)'SHx—p) ~ T?(p,n—1)
n—p
p

(x-S (x—p) ~ F(p,n—p).

4. Verteilung der empirischen Mahalanobis—Distanz fir zwei Stichpro-
ben. ' '
Aus unabhangigen Stichprobgfl), .. ,x,(fz) ~ N(p;, %) ,i=1,2
erhalt man die Mittelwerte und empirischen Kovarianzen
o 1 g i 1 n; i _ i B
Mo = R 067 k)6 —x)T

n; J Jj=1
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und mit der gepoolten Matri® = (n1S; +n2$;)(n—2) die quadrierte
Mahalanobis—Distanz

D? = (X1 — X2)TS7 (%) — Xg).

Gilt uy = py , X1 = X9, so folgt

nina
n1 + no

D? ~ T%(p,n —2)

bzw.
ning(n —p — 1)

D}~ F —p—1).
n(n—2)p (pn—p—1)

5. T? ist invariant gegenuber Transformationen
t(x) = AX + b, wobeiA eine nichtregulare Matrix ist.
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4  Wilks A

Wilks A—Verteilung erhalt man aus zwei unabhangigen Wishart—verteilten
GroRerA ~ W, (I, m), B ~ Wy,(l,n), m > p. Die GréR3e

A
=————~A(p,m,n
A+ B| (p,m, m)
folgt der Wilks—VerteilungA (p, m, n) mit Parameterm, m, n.

Durch Erweitern mitf A |~! folgt wegen| AB | = | A | | B | fur A die
Darstellungh = | | + A~'B |71

Eigenschaften:

1. Fir den eindimensionalen Spezialfall~ x?(1) , B ~ x?(1) ergibt
sich die Beta—\Verteilung (1,1,1) = B(0.5,0.5).

2. Fir p = 1 besitzt A eine y?(m)-Verteilung undB eine x?(n)—
Verteilung, so dass

A(l,m,n) = B(m/2,n/2) .

3. Die Verteilungem\(p, m,n) undA(n, m + n — p, p) sind identisch.

4. Die Verteilung vonA(p, m,n) ist identisch der Verteilung des Pro-
dukts

U+ e s Uy,
wobeiu; ~ Beta((m+i—p)/2, p/2),i=1,...,n.
5. Die Verteilung vonA(p, m, 1) ist aquivalent zWB((m+1—p)/2,p/2).
6. Weiter gilt

1—A(p,m, 1) p
A(p,m,1) m—p+1

1 —A(1,m,n) n

—_ ~ —F .
A(1,m,n) m (n,m)

Flpm—p+1).



