Kapitel 1

Mehrdimensionale Zufallvariablen

Skript Gerhard Tutz, LMU, 18. April 2014

Bei der Beobachtung zufallsgesteuerter Systeme spielen Zufallsvariablen eine be-
deutende Rolle. Das Verhalten eindimensionaler Zufallsvariablen 146t sich dquivalent
beschreiben durch die Dichte oder die Verteilungsfunktion. Eine stetige Zufallsvaria-
ble X besitzt eine Dichte f(x) > 0, fiir die gilt

b
Pla< X <b) :/ f(z)dz.
a
Fiir diskrete Zufallsvariablen, die nur die Werte x1, x2, . . . annehmen koénnen ist die
diskrete Dichte oder Massenfunktion f bestimmt durch
Dieselbe Information iiber den Zufallscharakter der Zufallsvariable ist in der Vertei-
lungsfunktion F' enthalten, die die Wahrscheinlichkeit nach links kumuliert,
JF flu)du  Xstetig

Flr) = P(X <x) = { Spi<o f(xi)  Xdiskret

1.1 Multivariate Dichten und Verteilungsfunktionen

In der multivariaten Statistik wird der Zusammenhang mehrerer Zufallsvariablen

X1,..., X, untersucht, die zum Zufallsvektor X = (X1,...,X,)? zusammenge-
fasst werden.
Ein Zufallsvektor X heifit stetig, wenn es eine Funktion f(x) = f(z1,...,xp)
gibt, so dal} gilt
by by
Pla; < X1 <by,...,ap < X, < bp) :/ flur, - up)duy - - - duy,
al ap

- /abl- . abp f(u)d.
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Die Funktion f ist die multivariate Dichte des Zufallsvektors X. Fiir eine diskrete Zu-
fallsvariable mit den moglichen Werten X1,X2, . . . ist die diskrete Dichte oder Wahr-
scheinlichkeitsfunktion bestimmt durch

flx;) = P(X =x).
Die zugehorige p-dimensionale Verteilungsfunktion ist gegeben durch

Fx) = F(z1,...,2p) =P(X1 <ux1,...,Xp <xp)

— fféoffiof(ub s Up)duy - - - duy, X stetig
a chigx fx:) x diskret

wobei x; < x bedeutet, dal jede Komponente in x; kleiner oder gleich der entspre-
chenden Komponente in x ist. I besitzt die Eigenschaften:

0 < F(x) <1 fiir alle x,

limg, s o F'(x) = O fiir alle Komponenten z; von x” = (21, ... L Tp),

limy 0 F'(x) = 1, wobei x — oo bezeichnet, dal z; — oo fiir jede Kompo-
nente x;,

f(x) = 0PF(x)/0xy - - - Oxp, wenn f(x) an der Stelle x stetig ist.

Um Vektoren von Matrizen unterscheiden zu kénnen werden im folgenden Zu-
fallsvektoren durch x” = (z,... , Tp) bezeichnet. Aus dem Kontext wird klar, ob x
einem Zufallsvektor oder was gelegentlich vorkommt, eine Realisation bezeichnet.

1.2 Erwartungswerte und Kovarianzen

Erwartungswerte

Der Erwartungswert eines Zufallsvektors ist definiert durch die Erwartungswerte der
Komponenten. Zum Zufallsvektor X7 = (X7, ..., X)) heiBt

E(X) = (B(X1), .. B(X,))"

der Erwartungswert(-vektor) von X. Meist wird er durch p = E(X) abgekiirzt, die
Komponenten von u? = (u1,..., /) entsprechen dann den univariaten Erwar-
tungswerten, 1; = E(X;).

Genauso verfahrt man mit Zufallsmatrizen X = (Xj;), deren Komponenten Zufalls-
variablen sind. Als Erwartungswert von X bezeichnet man die Matrix der komponen-
tenweisen Erwartungswerte, d.h.

E(X) = (E(Xyj)) -
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Kovarianzen
Die Kovarianzen der Komponenten des Vektors X7 = (X1, ..., X}),
oij = cov(Xi, Xj) = E(X; — pi) (X — 1)

lassen sich zur (p x p)-Kovarianzmatrix zusammenfassen

0'11 DY Ulp

S =

O'pl DY Upp

Diese enthilt in der Diagonalen die Varianzen, da

Oii = E’()(z — Mi)2 = V&I"(Xi) = 02.

(2

Zu beachten ist die Notation 01-2 = oy; fir die Varianz der iten Komponente. Natur-
gemif ist X' eine symmetrische Matrix, da 0;; = o0j; gilt.
Die Kovarianzmatrix ldsst sich in Vektorschreibweise auch durch

Y =cov(X) =E{(X — p)(X — N)T}

bzw. durch
cov(X) = E(XXT) — ppu®

darstellen.
Die zugehéorige Matrix der Korrelationen P = (p;;) erhilt man aus der Definition

pij = cov(X;, X;)/4/var(X;) var(Xj;).

Kovarianzen zwischen Gruppen von Variablen

Gelegentlich ist es sinnvoll die Kovarianzen zweier Vektoren zu untersuchen. Zu den
Vektoren X* = (X1,...,X,) mit g = E(X) und ¥* = (Y3,...,Y,) mitv = E(Y)
definiert man als Kovarianz von X und Y

cov(X1,Y1) -+ cov(Xy,Y)
Zxy = cov(X,Y) = E{(X—p)(Y-v)"} = : :
cov(X,, Y1) -+ cov(X,, Yy)

Wihrend in cov(X) die Kovarianzen innerhalb des Vektors X erfasst sind, enthilt die
(p x q)-Matrix cov(X,Y) nur die Kovarianzen zwischen Komponenten von X und
Komponenten von Y. Fiir den Spezialfall X = Y erhilt man mit cov(X, X) = cov(X)
die Kovarianz von X wieder.

Faft man X und Y zum Vektor Z7 = (X7, ¥7) zusammen, erhilt man simtliche
Kovarianzen in der strukturierten Matrix

o) = (arite “etey) = (37, %)
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Eigenschaften

Einige Eigenschaften von Kovarianzen (fiir geeignet dimensionierte feste Matrizen
A, B und Vektoren a, b) sind

E(X +Y) = EX) + E(Y),E(AX + b) = AE(X) + b,

var(a’X) = a” cov(X)a = 37 ;| aiajou,

cov(AX +b) = A cov(X)AT,

cov(X,X) = cov(X), cov(X,Y) = cov(Y,X)T,

cov(AX +a,BX +b) = Acov(X,Y)BT,

cov(X) und P sind symmetrisch und positiv semidefinit,
Fiir symmetrische Matrix A gilt

E(XTAX) = tr(AX) + pAp.

Standardisieren von Zufallsvariablen

Eindimensionale Zufallsvariablen X lassen sich einfach standardisieren durch die
Transformation
X - E(X)

var(X)

Fir Z gilt E(Z) = 0 und var(Z) = 1.Das Standardisieren mehrdimensionaler Zu-
fallsvariablen zielt auf den (vektoriellen) Erwartungswert 0 und die Kovarianzmatrix
I (die Einheitsmatrix) ab. Entsprechend geniigt es nicht, den Erwartungswert abzuzie-
hen und durch die Varianz zu teilen. Vielmehr muf} auch die Kovarianz beriicksichtigt
werden.

Dazu benutzt man die Wurzel einer Matrix. Fiir Zahlen a € R existiert ein reele
Wurzel v/a, wenn a > 0 ist. Zu einer Matrix A, die symmetrisch und positiv definit
(d.h. xTAx > 0 fiir alle x # 0) ist, existiert eine Matrix A = A2 50 dass die
Zerlegung

A — Al/2 AT/ 2

gilt, wobei A7/2 = (AY?)T die Transponierte von A'/? bezeichnet. Die Matrix
A'/? heiBt linke und A”/? heiBt rechte Wurzel von A. Beide sind nicht singulir, d.h.
det(AY?) £ 0.

Hiufig betrachtet man die Wurzelzerlegung einer inversen Matrix A~!. Aus der
Zerlegung A = AY2AT/? folgt A=1 = (AT/2)=1(AV2)~1 = A=T2A71/2 wo-
bei AT/2 .= (AT/2)=1, A=Y2 = (AV2)1,

In dieser Notation ist die Zerlegung von A~! durch A~! = A2 4-1/2 gege-
ben.
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Eine wichtige Anwendung ist die Normierung eines Zufallsvektors. Besitze X die
Kovarianz Y, so ergibt sich fiir den transformierten Vektor »-1/2x

cov (2_1/2)() =1

d.h. die Kovarianz von X~ 1/2X ist durch die Einheitsmatrix I gegeben.
Ersichtlich wird dies durch

cov(XZ12X) = X2 cov(X) (BT
_ 271/22(21/2)T
— 12512 5T/2 52-T/2
_ (21/2)—121/22T/2(2T/2)—1 -7

Zur Bestimmung einer derartigen Wurzel 146t sich die Cholesky—Zerlegung an-
wenden. Sie liefert eine Matrix A'/2, die rechts von der Diagonalen nur Nullen enthélt
(eine sogenannte untere Dreiecksmatrix).

Generell erhilt man fiir den Zufallsvektor X mit positiv definiter Kovarianzma-
trix X' durch die Transformation

Z=3""X-p

einen standardisierten Zufallsvektor mit E(Z) = 0, cov(Z) = 1.

1.3 Mehrdimensionale Normalverteilung

Die Normalverteilung spielt in der Statistik eine bedeutende Rolle, nicht zuletzt weil
sie die Grenzverteilung des zentralen Grenzwertsatzes darstellt. Im eindimensionalen
hat die Dichte die vertraute Form

1 1 /xz—p 2
x) = exp | —=
f) = = p( ; (= ))
Fiir mehrdimensionale Normalverteilungen empfiehlt sich die Darstellung in vekto-

rieller Form. Ein Zufallsvektor X = (X1,..., X,) heit (nicht entartet) multivariat
normalverteilt, X ~ N,(p, X'), wenn die Dichte gegeben ist durch

1
(2m)p/2 | 2|12

fx) = exp {—;x )T e m},

wobei = (u1,..., )T = E(X)T den Erwartungswert und ¥ = cov(X) die
Kovarianzmatrix des Zufallsvektors X bezeichnet. Vorausgesetzt ist, dal X' positiv
definit ist, | X' | bezeichnet die Determinante der Kovarianzmatrix.
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Isodensiten

Eine wesentliche Bestimmungsgrofle der multivariaten Normalverteilung ist die qua-
dratische Form (x — )T X =1 (x — ). Allgemein spricht man von einer quadratischen
Form, wenn man fiir variables x und symmetrische Matrix A die Form x” Ax betrach-
tet. Eine Matrix heiBt positiv definit, wenn x”Ax > 0 fiir alle x # 0. Da fiir X
vorausgesetzt wird, daB sie positiv definit ist (was dann auch fiirr X! gilt), gilt fiir
die interessierende quadratische Form

(x— )" Z 7 (x—p)>0.

Insbesondere ldBt sich nun betrachten, fiir welche Werte x die quadratische Form
einen festen Wert annimmt. Die Isodensiten oder Hohenlinien sind diejenigen Kur-
ven, die dieselbe Dichte besitzen. Fiir die Normalverteilung sind die Isodensiten El-
lipsoide, die bestimmt sind durch

- T x—p) =2,

wobei c eine beliebige Konstante ist.

In Abbildung 1.1, 1.3 und 1.5 sind beispielshaft die Dichten einer zweidimeni-
sonalen Normalverteilung dargestellt. In Abbildung ??, 1.4 und 1.6 sieht man die
zugehorigen Isodensiten.

BEISPIEL 1.1: Zweidimensionale Normalverteilung
Mit X = (Xl,XQ)T, 01'2 = V&I‘(Xi), p = p(Xl,XQ) ist

2 1 - L
o 010 _ T2 G
Y= <P01102 p012 2) und 3 = _al(l il ): 01021( 7.
2 o102(1—p?) o3(1-p?)

Einsetzen ergibt

1

2no1094/1 — p2.

exp{_2(11p2) l(xla—luly — 2 (3010—1/“) (3320_2“2> + (m;/ﬂ)Q]}

f(3?17962) =

Lineare Transformation normalverteilter Merkmale

Eine wesentliche Eigenschaft der Normalverteilungen ist, daB3 der Verteilungstyp bei
linearen Transformationen erhalten bleibt. Wird ein normalverteilter p-dimensionaler
Zufallsvektor X ~ N(p, X) transformiert zu ¥ = AX + a, wobei A eine feste
(g x p)-Matrix ist und a fester (g x 1)-Vektor, so gilt fiir den ¢ dimensionalen Vektor
Y ~ NAp,AXAT).
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ABBILDUNG 1.1: Zweidimensionale Normalverteilungsdichte fiir unkorrelierte
Merkmale, p = 0, mit 41 = p2 = 0,01 = 02 = 1.0

ABBILDUNG 1.2: Isodensiten zu Abbildungl.1

Randverteilungen und bedingte Dichten

Insbesondere folgt aus der Typkonsistenz, daf} alle eindimensionalen Randverteilun-
gen auch Normalverteilungen sind, da sich die Komponenten X; aus X; = (0,...,0, 1,
0,...,0)X ergibt, wobei die ,,1“ an der iten Stelle steht. Die Aussage gilt auch ge-
nereller fiir beliebige Rinder. Man betrachte den Zufallsvektor Z7 = (Y7 XT),
Y=(Y1,...,Y,), X =(Xy,...,X,), wobei

_ Y . _ [ Hy _ Zy Zyx
z—(X> g+p(p, X))  mit u—<“x), 2—<2xy s )

Sind X', und X, positiv definit, so folgt speziell
X~ Np(l“l‘x7 2x)7 Y~ Nq(uya Ey)

d.h. die Randverteilungen sind wieder normalverteilt. Zwar sind die Rénder eines
multivariat normalverteilten Zufallsvektors wieder normalverteilt, die Umkehrung
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ABBILDUNG 1.3: Zweidimensionale Normalverteilungsdichte, p = 0.8, 11 = po =
0, g1 = 02 = 1.0

ABBILDUNG 1.4: Isodensiten zu Abbildung1.3

hingegen gilt nicht. Aus der univariaten Normalverteilung von X7, ..., X, 1dBt sich
nicht schlieBen, daB X = (X1, ..., X,) auch normalverteilt ist.

Normalverteilte Vektoren liefern auch normalverteilte bedingte Verteilungen. Gilt
ZT = (YT, XT) ~ N(u, %), so gilt fiir die bedingten Verteilungen von ¥|x

Y ‘ X ~ NQ(Ny|x7 2y|x)7

Hyjx = Ky + Zyle;l(x - p‘x)’
I =3y — DX Xy,

Daraus ergibt sich insbesondere, dass der bedingte Erwartungswert ), linear in x
ist, man erhalt

I‘l‘y‘x :bo +Bx7
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ABBILDUNG 1.5: Zweidimensionale Normalverteilungsdichte, p = —0.8, u1 =
M2 = 0,0’1 =02=1.0

ABBILDUNG 1.6: Isodensiten zu Abbildungl.5

wobei
bo =ty — Dy X7 e, B = 20 30

Bei der bedingten Varianz Xy, ist bemerkenswert, dass sie keine Funktion von x
ist, d.h. fiir jeden gegebenen Wert x erhilt man dieselbe bedingte Varianz, es liegt
Varianzhomogenitdt vor. Diese Eigenschaft ist wesentlich von der Annahme einer
gemeinsamen Normalverteilung fiir ¥, X bestimmt und gilt nicht generell fiir ande-
re Verteilungen. Fiir den Spezialfall p = ¢ = 1 erhélt man die aus der einfachen
Regression bekannten Aussagen
Uy|x:50+5xzuy_%ux+%

x T

X

Oylz = 0-12/(]- - Q2)7

wobei ¢ = (X, Y") den Korrelationskoeffizienten bezeichnet.



