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Problemstellung

Zur Erinnerung: Univariates Regressionsmodell

Modellierung des Zusammenhangs von p Einflussgrößen auf
eine skalare Zielgröße:

yi = β0 + xi1β1 + . . .+ xipβp + εi = xxx>i βββ + εi

In Matrixschreibweise: yyy = XβXβXβ + εεε

y1
...
yn


︸ ︷︷ ︸
n×1

=


1 x11 . . . x1p
1 x21 . . . x2p
...

...
1 xn1 . . . xnp


︸ ︷︷ ︸

n×(p+1)

β0...
βp


︸ ︷︷ ︸
(p+1)×1

+

ε1...
εn


︸ ︷︷ ︸
n×1
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Problemstellung

Multivariates Regressionsmodell

Modellierung des Zusammenhangs von p Einflussgrößen auf q
Zielgrößen. Die abhängige Variable ist jetzt ein Vektor:

yi = (yi1, . . . , yiq)>

Modell für das i-te Individuum und die j-te Zielgröße:

yij = β0j + xi1β1j + . . .+ xipβpj + εij = xxx>i βββ(j) + εij

βrj : Einfluss der r-ten x-Variable auf die j-te y-Variable

Für jede Zielgröße j = 1, . . . , q erhält man einen eigenen
Regressionskoeffizientenvektor βββ(j)
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Multivariates Regressionsmodell

Darstellung mit Matrizen
Modellgleichung: YYY = XBXBXB +EEE
Matrix der Zielgrößen:

YYY =

yyy>
1
...

yyy>
n

 =

y11 . . . y1q
...

...
yn1 . . . ynq


Matrix der Regressionskoeffizienten:

BBB =
(
βββ(1) . . . βββ(q)

)
=

β01 . . . β0q
...

...
βp1 . . . βpq


Matrix der Störgrößen:

EEE =

ε11 . . . ε1q
...

...
εn1 . . . εnq


Designmatrix X wie im univariaten Regressionsmodell!
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Multivariates Regressionsmodell

Annahmen

E (εεεi ) = 000

cov(εεεi , εεεk) = 000, i 6= k
→ Individuen sind untereinander unkorreliert!

cov(εεεi ) = ΣΣΣ mit cov(εil , εij) = σlj
→ Beobachtungen eines Individuums können korreliert sein!

Verteilungsannahme:

εεεi ∼ Nq(000,ΣΣΣ) bzw. yyy i ∼ Nq(xxx>i BBB,ΣΣΣ)

8 / 14



5.Tutorium Multivariate Verfahren

Multivariates Regressionsmodell

Schätzung

zu schätzen ist die Regressionskoeffizientenmatrix B und die
Kovarianzmatrix ΣΣΣ

die KQ-Schätzung entspricht der ML-Schätzung unter
Normalverteilungsannahme

β̂ββ(j) = (X>X )−1X>y(X>X )−1X>y(X>X )−1X>y (j) , j = 1, . . . , q

⇒ die Schätzungen für die Regressionskoeffizientenvektoren
entsprechen denen des zugehörigen univariaten
Regressionsmodells!

B̂BB =
(
β̂ββ(1) . . . β̂ββ(q)

)
= (X>X )−1X>Y(X>X )−1X>Y(X>X )−1X>Y bzw.

Σ̂ΣΣ = 1
n−p−1ÊEE

>
ÊEE

ÊEE = YYY −XXXB̂BB = YYY − ŶYY (Residuenmatrix)
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Lineare Hypothesen

Allgemeines Konzept

Alle lineare Hypothesen lassen sich durch

H0 : CBD = ΓΓΓ vs. H1 : CBDCBDCBD 6= ΓΓΓ

formalisieren!

Die Matrizen C,D und ΓΓΓ sind durch die jeweilige Hypothese
festgelegt.

Merke:
s = rg(C) entspricht der Anzahl an Hypothesen
die Matrix C wählt die Zeilen (Kovariablen) von B aus
die Matrix D wählt die Spalten (Responsevariablen) von B aus
mit H0 : CB = ΓΓΓ könnnen nur Hypothesen untersucht werden,
die alle Responsevariablen gleichzeitig betreffen
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Lineare Hypothesen

Overall-Test

Hat mindestens eine der Einflussgrößen einen Einfluss auf
eine der Zielgrößen?

Hypothesen:

H0 : βsj = 0 ∀ s ∈ {1, . . . , p} und j ∈ {1, . . . , q} vs.

H1 : βsj 6= 0 für mind. ein s und j

Verwendung der linearen Hypothese CBDCBDCBD = ΓΓΓ mit

CCC =

0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
...

...
...

. . .
...

 , ΓΓΓ = 000 und D = Ip
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Lineare Hypothesen

Test auf Signifikanz einer Einflussgröße

Hat die s-te Variable einen Einfluss auf eine der Zielgrößen?

Hypothesen:

H0 : βsβsβs =

βs1...
βsq

 = 0 vs.

H1 : βsβsβs 6= 0

Wähle CCC = (0 . . . 0 1 0 . . . 0) mit 1 an (s + 1)-ter Stelle

Testgröße:

F =
n − p − q

q(n − p − 1)ass
β̂sβsβs
>

Σ̂ΣΣ
−1
β̂sβsβs ∼ F (q, n − p − q)

ass stellt das s-te Diagonalelement von (X>XX>XX>X )−1 dar
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Lineare Hypothesen

Wilk’s Lambda

M das multivariate lineare Modell

M0 das multivariate lineare Modell mit CBD = ΓΓΓ

Test auf Gültigkeit von H0(M0) :

ΛΛΛ =
|SSP(M)|
|SSP(M0)|

=
|SSP(M)|

|SSP(M) + SSP(M0|M)|

mit

SSP(M) = (YYY −XB̂XB̂XB̂)>(YYY −XB̂XB̂XB̂) (volles Modell)

SSP(M0) = (YYY −XB̂0XB̂0XB̂0)>(YYY −XB̂0XB̂0XB̂0) (restringiertes Modell)

SSP(M0|M) = SSP(M0)− SSP(M)

Unter H0 gilt: ΛΛΛ ∼ ΛΛΛ(q, n − p − 1, rang(CCC ))
⇒ H0 wird abgelehnt, falls ΛΛΛ < Λ(q, n − p − 1, rang(CCC );α)
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